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Anuidades (rendas)

> Sucessido de pagamentos equidistantes (termos), efetuados por uma dada
entidade a outrem.

» IMEDIATAS
Os termos sdo exigiveis a partir do primeiro periodo.
» DIFERIDAS

Os termos sao exigiveis ap6s um diferimento

» ANTECIPADA ( Quando os termos ocorrem no inicio de cada periodo)

1—v"

1—v

VP = i = =1

» POSTECIPADA ( Quando os termos ocorrem ao final de cada periodo)

1 — "
VP=aﬁ|=v n=>1

1—v




» Fluxo Antecipado 0 1 2 n—1 n

i =1+v+v?+v° 4+

. =Tk
aﬁ| = 11— ,n= 1
» Fluxo Postecipado 0 1 2 3 n
1 1 1 1




Anuidades (rendas)

iy =1+v+v° 40>+ + "]

A =V +vi+ v’ + v



Anuidades vitalicias imediatas

» BEstamos trabalhando com o valor presente de uma série de
pagamentos.

» De fato, as anuidades apresentadas sao anuidades certas. Uma
série de pagamentos sendo realizados ao longo do tempo.

» E preciso o reconhecimento da “natureza” aleatoria do ntimero
de termos.



Anuidades vitalicias imediatas

» No processo de compra de um produto atuarial ou de
concessao de beneficio, existe risco.

» A seguradora ndo sabe ao certo quanto ird gastar com previdéncia
uma vez que uma pessoa se aposentou e entrou em gozo de beneficio.

» Reconhecer a anuidade como um produto atuarial &
reconhecer que:

» A seguradora (ou fundo de penséo) nao sabera ao certo quando x ira
falecer.



Anuidades (Rendas)

» Anuidade é um produto atuarial ligado a previdéncia.

» Plano de previdéncia: A ideia é formar uma reserva financeira para
lidar com situagdes futuras (previdéncia privada-complementar).

» Anuidade (renda sobre a vida)

» Aposentadoria: pagamentos até o momento da morte.

» Cobertura: por periodo determinado.

» Sao interrompidos em caso de morte...



Anuidades imediatas

> Pagamentos Antecipados (Os pagamentos comegam no primeiro periodo).

l|9 b b b | Pagamentos

| |

b

bv -

b2 Valor presente necessario a cada pagamento

bvdi | o I 1 \!
0~ "\1+i

> Pagamentos Postecipados (Os pagamentos comegam no final de cada periodo).

| b b b b Pagamentos

bv_
2 , .
bv Valor presente necessario a cada pagamento

bv3
bv?*




Anuidades vitalicias imediatas

Seja T, a variavel aleatéria discreta associada ao maior
inteiro contido na sobrevida de x logo:

» Antecipada (beneficio unitario)

1 — UTx+1
aTx+1|: 1 _ v ,TXZO
> Postecipada (beneficio unitario)
1—vlx
arj="v , T, =0



Anuidades vitalicias imediatas

» O valor atuarial de anuidade imediata vitalicia e com pagamento
ANTECIPADO para uma pessoa de idade x corresponde a:

E(de+1|) ™~ dx

» O valor atuarial de anuidade imediata vitalicia e com pagamento
POSTECIPADO para uma pessoa de idade x corresponde a:

E(am) = a,



Anuidades vitalicias imediatas

Anuidade vitalicia antecipada

w—X
B(drm) = ). drer) P(Te = 1)
t=0

w—X

Ay = Z At+1| tPx9x+t

t=0

Anuidade vitalicia postecipada

—X

E(arz) = Z ap P(T, = t)
t=1

Ay = Z At| t Px9x+t

t=1



EXEMPLO 1: Considere uma pessoa de 40 anos que queira comprar uma
anuidade que paga 1 u.m. em fluxo de caixa antecipado.

Considerando a tdbua de mortalidade AT-2000 masculina e uma taxa
de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro dnico a ser pago pelo
segurado para comprar essa anuidade com pagamento imediato.

w—X
dgo = E(dT+1|) = z a51] tP40940+t = A7j 0P20940 T A7) P40qs1 T+ 43 2P2042 +
t=0
) 1—v? 1—v? 1—v3
Aao = 7 0P40940 + 1 — 5 P44 + 1 _ o 2P40942 + -

d40 ~ 17,67



EXEMPLO 2: Seja uma pessoa de 40 anos que queira comprar uma
anuidade que paga 1 um. em fluxo de caixa postecipado.

Considerando a tdbua de mortalidade AT-2000 masculina e uma taxa
de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro dnico a ser pago pelo
segurado para comprar essa anuidade com pagamento imediato.

w—X

Qg0 = Z at_l tPs0q40+t — a1_| Paoq41 + az_l 2 Pa0q42 + ang 3P20943 + ...
t=1
v(l—vh) v(1 —v?) v(1 —v3)

Ao = 7 Paoqar + —7—_— 2Paoda2 + — —_— 3Paodaz +

Ao = 16,67



Anuidades vitalicias imediatas

» Outras alternativas para o calculo do VPA serao:

w—X w—X
.o _ t r 4 .o
Ay = z V™ tPx = z at+1| t Pxqx+t
t=0 t=0
c
w—Xx w—Xx
— t o L
Ay = UV tDx = 2 at| t Px9x+t

t=1 t=1



Demonstracao

w—X w—X

1 — Ut+1
Ay = Z i1 tPxGx+t = Z 1_ v tDx (1 = Py+t)
t=0 t=0
) w—x 1 — Ut+1 CinX 1 — vt+1
Ay = £, 1 — 1 (tPx = ¢ PxPx+e) = £, 1— v (tPx = t+1Px)

dx = UO(Opx _ 1px) + (vo + v)(lpx . pr) + (UO T U+ vz)(sz _ 3px) + -

Assim



EXEMPLO 3: Seja uma pessoa de 40 anos que queira comprar uma anuidade
que paga 1 um. em fluxo de caixa antecipado (postecipado).
Considerando a tdbua de mortalidade AT-2000 masculina e uma taxa de
juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro tnico a ser pago pelo segurado
para comprar essa anuidade com pagamento imediato.

w—X

Ao = z U Dao =1+ U Do + V2 3Psg + V3 3pg0 + -
t=0

oo =1+ V Pag + V* PaoPar + V>PagPa1Paz + - = 17,67.

Postecipado,
w—X
Ayo = Z ' Pao =V Dao + V2 2Pa0 + V3 3P0 + -+
t=1

Ayo =V Pag + V* PaoPa1 + V> PaoPa1Par + - = 16,67.



Anuidades vitalicias imediatas

a, =a, +1

Valor atuarial de uma
anuidade vitalicia
antecipada.

Valor atuarial de uma
anuidade vitalicia
postecipada.



Anuidades vitalicias imediatas

Entao, para o caso discreto, o VPA seri dado por:

» Anuidade Antecipada ( Variavel aleatoria discreta)

w—X w—X w—X w—X

1 _ Ut+1
e _ _ t _ s _
a, = tEy = V™ tPx = Ari1] tPx9x+t = — tPx9x+t
1—v
t=0 t=0 t=0 t=0

» Anuidade Postecipada ( Variavel aleatoria discreta)

w—X w—X w—X w—X

1—v*
Ay = Z tEx = v D = Z At tPxqx+t = Z v<1 _v> t Pxx+t

t=1 t=1 t=1 t=1




Anuidades vitalicias imediatas

A variancia da variavel aleatoria, referente a anuidade antecipada,
pode ser obtida da seguinte forma:

1 — UT+1
var(dz 1) = V‘”"( ™ 5 )»

var(vT+1)

(1 —-v)?

var(éiTle) = A=) var(1—vl*l) =

. 2Ax _ (Ax)z
var(aTx+1|) " (1 1 U)Z




Anuidades vitalicias imediatas

A variancia de ar Sera;

1—v 1—v

L s
var(am) = var (v B ) = ( : )2 var(1l —v"),

v \*1 T+1
var(am =( ) = var(v' ™),

var(vT-l_l) 2Ax . (Ax)z
var(am) — (1 B 17)2 — (1 - U)Z

Logo, var(am) = var(de+1| .



™

.

w—X w—X

.o _ s _ t

ay = E 1| tPx9x+t = Z U™ tDx
t=0 t=0

dy =a, +1

w—X w—Xx N

ax = z At tPxqx+t = z vt tPx

t=1 t=1
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Anuidades temporarias imediatas

» No caso de anuidades temporarias, essas sao validas enquanto
a pessoa de idade x for viva até no maximo n anos.

» Entao, para o caso discreto, o VPA de anuidades temporarias temos:

VPA de uma anuidade antecipada.

Y:[dm 0<T<n

7l T>=n

n-—1

Ayn] = E A1) tPx9x+t | T Anj nPx
t=0



v am 0<T<n
B A, T=n

n-—1 (o)

E(Y) = gy = z sy P(Ty = £) + z i P(Ty = 1)

t=0 t=n

Z A P(Ty = t) + diyg ZP(T =t)

t=0

n-—1

—=z A1  P(Tx = ¢) + dP(Ty = n)

t=0

n—-1

ax:_| = z at+1| tPxqx+t | T+ an_| nPx
t=0



Anuidades temporarias imediatas

» VPA de uma anuidade postecipada.

ag 0<T<n
Y = '
T>n

n,
n—1

xn| — Z agi tPx9x+t | T Anj nPx

t=1

a



EXEMPLO 1: Pense em uma pessoa de 25 anos que queira comprar

uma anuidade que paga 1 u.m. em fluxo de caixa antecipado por
um periodo de 40 anos. Considerando a tabua de mortalidade AT-
2000 feminina e uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prémio
puro Unico a ser pago pelo segurado para comprar essa anuidade com

pagamento imediato.

) e 1 — 40
A25:20] = 1—v tP25q25+t |t ( 1— v ) 40P25

t=0

ps.707 = 1,0584 + 16,78173 ~ 17,8402



Considere o produto atuarial d,.z:

] — ptt 1—v?
dx:2_| — 2 1— v t Dxqx+t +(1_v>2px
t=0
- _
) 1—17t+1 1—172
Ay:2] = 1 — v (ePx = t+1Px) +(1_v)2px
t=0

ax2_| =[(1 - px) + (1 +v)(px — pr)] + (1 +v) 2px

ax2_| zl_px'l'px_sz'l'vpx_vsz-l'pr-l'vsz



2| zaﬂ t Pxx+t +a2_| 2Px)
t=1

1—v 5
(% 1 — (px 2 D) | + (U + V%) 2Dy,

= VUPy —VoPx TV Dy T v? 2Px»

] = 2
Ay.5] = UPx T V7 2Dy,



Anuidades temporarias imediatas- Tempo discreto

» VPA de uma anuidade antecipada.

aregp 0=T<n 3 1x 3
Y = {"nl T >n Ay:n] = (Z?=01 Ar1] tpxCIx+t) + an nPx
n-1 n-1
dx:_| = E(Y) = B z v Py
t=0 t=0

» VPA de uma anuidade postecipada.

arf 0=<T<n !
o T >n Aye:n] = (Zt=1 At tprx+t) T+ an nPx




EXEMPLO 2:Seja uma pessoa de 30 anos que queira comprar
uma anuidade que paga 1 com pagamento antecipado por um
periodo de 4 anos. Considerando a tdbua de mortalidade dada e
uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro tnico a
ser pago pelo segurado para comprar essa anuidade com
pagamento imediato.

4-1 3
Idade qx Px L, d30:—| = tE3g9 = Z vt P30

25 0,00077 0,99923 100000 t=0 t=0

26 0,00081 0,99919 99923

27 0,00085 0,99915 99842 G30.5) = 1 + VP30 + V? 2p30 + V7 3P30

28 0,00090 0,99910 99757

29 0,00095 0,99905 99667

2 3
A 1 1 1
30 0,00100 0,99900 93572 d3p.51 = 1+ —1’052930 o (_1,05) P3oP31 T (_1,05) P30P31P32
31 0,00107 0,99893 99472

32 0,00114 0,99886 99365 L 133
P30P31P32 =

=
33 0,00121 0,99879 99251 30

34 0,00130 0,99870 99131

35 0,00139 0,99861 99002 :




EXEMPLO 3: Seja uma pessoa de 30 anos que queira comprar
uma anuidade que paga 1 com pagamento postecipado por um
periodo de 4 anos. Considerando a tdbua de mortalidade dada e
uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro tnico a
ser pago pelo segurado para comprar essa anuidade com
pagamento imediato.

4 4
ldade q p l o _ t

. - ad a30:4] = E tE3o = E V" P30
25 0,00077 0,99923 100000

26 0,00081 0,99919 99923
27 0,00085 0,99915 99842

28 0,00090 0,99910 99757

2 3
1 1 1
29 0,00095 0,99905 99667 30.4] = T o5 P30 + <_> P3oP31 t <_> P30P31P32 +

) 1,05 1,05
30  0,00100 0,99900 99572 N
31 0,00107 0,99893 99472 (1,05) P30P31P32P33
32 000114 0,99886 99365
33 0,00121 0,99879 99251 A30.3) = 3,52

34 0,00130 0,99870 99131

35 0,00139 0,99861 99002




EXEMPLO 4:Secja uma pessoa de 25 anos que queira comprar
uma anuidade que paga 1 com pagamento antecipado por um
periodo de 5 anos. Considerando a tdbua de mortalidade dada e
uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro tnico a
ser pago pelo segurado para comprar essa anuidade com
pagamento imediato.

4
Idade dx Px ! e _ t

ad A2s5:5] = tE2s = V™ D25
25 0,00077 0,99923 100000

26  0,00081 0,99919 99923
27 0,00085 0,99915 99842 e 2 3 4
dps.51 = 1+ Vpas + V7 2P25 + V7 3P25 + V7 4P25
28 0,00090 099910 99757

29 000095 0,99905 99667 | 1 il 1 \3hg 71\,
s =17 (1 os)p25 * (1 05> A (1 05> . (1 05) Lys

30 000100 099900 99572 : DU s R iR s

31 0,00107 0,99893 99472

32 000114 099886 99365

33 000121 0,99879 99251 dye. 5|~ 4,53

34 000130 099870 99131

35 0,00139 0,99861 99002




EXEMPLO 5:Seja uma pessoa de 25 anos que
uma anuidade que paga 1 com pagamento postecipado por um
periodo de 4 anos. Considerando a tabua de mortalidade dada e
uma taxa de juros de 5% ao ano, calcule o prémio puro tnico a

ser pago pelo segurado para comprar essa

pagamento imediato.

ldade qx Dx L,
25 0,00077 0,99923 100000
26 0,00081 0,99919 99923
27 0,00085 0,99915 99842
28 0,00090 0,99910 99757
29 0,00095 0,99905 99667
30 0,00100 0,99900 99572
31 0,00107 0,99893 99472
32 0,00114 0,99886 99365
33 0,00121 0,99879 99251
34 0,00130 0,99870 99131
35 0,00139 0,99861 99002

_ 2 3 4
Ays5.3) = VP25 T V7 2P25 + V7 3P25 + V7 4P2s

2 3 4
R 1 lo7 1 l2g 1 Lo
Cl25:4_| - (1,05> P2s + (1,05> l25 + (1’05> l25 + 1,05 l25

Cl25:1| =~ 3,53

quelra comprar

anuidade com



Anuidades temporarias imediatas

Ay = 1+vpy + v? 2Dx t V3 3Px T v 4Dx T -t vt n—1Px

Ay =1 = VPx + vz 2Dx T vg 3Px + 174 4Px T 00t vn—l n—1DPx

a,=1+a,




Anuidades temporarias imediatas- Tempo discreto

» VPA de uma anuidade antecipada. »VPA de uma anuidade postecipada.

yz{aT_' 0<T<n

V- adryy; 0T <n . T>n
B i T>=n »
Ay = 1+ Ayn—1]
n n
n-—1 n-—-1 .
dx:n_| = E(Y) 2 z tEx — th tPx axm_| a E(Y) D tzl tEX ~ tZlv tPx
t=0 t=0 . e
n—1

t=0 t=1

n-—1
.. .. .. a,; = as + a;;7
ax:n—| = (2 am tpqu+t> + an—l nPx x.nl z t| tpqu+t Tll npx



Anuidades temporarias imediatas- variancia

n T>n

Y:{dﬂ-ll 0<T<n

2Ax:n_| - (Ax:ﬁ| )2

var(Y) = 1= )2

ary 0<T<n

4 3 T>=n

n|

. 2 :
(1 +1)? lexl:n_| — (Axl:ﬁ| ) ] —2(1+ l)Axl:ﬁ| Ax:ﬁ|1 + [v?" nPx(1 = npx)]

var(Y) = —
i



-~ N

w—X w—X
.o _ s _ t
ay = E at¥1| tPx9x+t = Z U” tDx
t=0 t=0
n—1

Ay = Z At 1] tPxx+t + An| nPx

w—Xx w—Xx N
— _ — t
ay = z at| tPx9x+t = Z U” tPx
t=1 t=1
n-—1

n| — Z ag tPxqx+t | T Anj nPx

t=

1
n n
— = — t
ax:n| - Z tEx - Zv tPx
t=1 t=1
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